
ͳتعال بسمه

ͳجزی دیفرانسیل معادلات مسایل

در است. ͳخط غیر یا و ͳخط شبه ،ͳخط معادله آیا که کنید مشخص زیر معادلات از Έی هر برای (١)
کنید. مشخص را آن مرتبه و همΎن غیر یا و است همΎن معادله آیا که کنید تعیین بودن ͳخط صورت

u۲
x + uuy = ج)۱ uux − ۲xyuy = ۰ ب) uxx + xuy = ۰ الف)

.u۲
xx + u۲

x + sin(u) = ey( ه� uxx + ۲uxy + uyy = sinx(د uxxxx + ۲uxxyy + uyyyy = ۰ د)

xux − yuy = ۰ معادله در است دلخواه پذیر مشتق تاب΄ Έی f آن در که u = f(xy) تاب΄ دهید نشان (٢)
هستند. معادله این جوابهای (xy)۳ و exy ،ln(xy) ،cos(xy) ،sin(xy) تواب΄ کنید تحقیق کند. ͳم صدق

معادله در هستند دلخواه و پذیر مشتق بار دو تواب΄ g و f آن در که u = f(x)g(y) دهید نشان (٣)
کند. ͳم صدق uuxy − uxuy = ۰

u(x, y) = f(λx+y)صورت به آن جواب هرگاه بیابید، را uxx−۴uxy+۳uyy = ۰ معادله ͳعموم جواب (۴)
باشد. λ معلوم نا پارامتر Έی برای

آورید: بدست را زیر معادلات از Έهری ͳعموم جواب (۵)
۲xyux + (x۲ + y۲)uy = ۰ ب) ux + yuy = ۰ الف)
y۲ux − xyuy = x(u− ۲y) د) (y + u)ux + yuy = x− y ج)

آورید: بدست را زیر ͳکوش مسائل جواب (۶)
،u(x, ۰) = sinx شرط با ۳ux + ۲uy = ۰ الف)

،u(۰, y) = exp(−y۲) شرط با yux + xuy = ۰ ب)
شرط با yux + xuy = xy, x ≥ ۰, y ≥ ۰ ج)

.x > ۰ ازای به u(x, ۰) = exp(−x۲) و y > ۰ ازای به u(۰, y) = exp(−y۲)

،u(۰, y = exp(y) شرط با ux + xuy = (y − x۲/۲)۲ د)
،u(x, ۰) = x۲ شرط با xux + (x+ y)uy = u+ ۱ ه�)

،x+ y = ۱ روی u = exp( x
x−y ) شرط با ۲xyux + (x۲ + y۲)uy = ۰ و)

،y = ۱ روی u = ۱+ x شرط با (y + u)ux + yuy = (x− y) ز)
،y → ∞ هرگاه u → ex که شرط این با x۲ux − y۲uy = ۰ ح)

١



،x > ۰ ازای به u = ۲y شرط xux−با + yuy = ۱, x > ۰ ط�)
.u(x, x) = cosx شرط با ux + ۳uy = u ی)

.u(۱, y) = ۱/
√
۲ شرط با (x+ y)ux + (x− y)uy = ۱ ک)

کنید: حل را زیر معادلات (٧)
،yzux − xzuy + xy(x۲ + y۲)uz = ۰ ب) ،x۲ux + y۲uy + z(x+ y)uz = ۰ الف)

،xu(u۲ + xy)ux − yu(u۲ + xy)uy = x۴ د) ،(y + u)ux + (x+ u)uy = x+ y ج)
yux + xuy = xy(x۲ − y۲) و) ،(cy − bz)zx + (az − cx)zy = bx− ay ه�)

کنید: حل را زیر معادلات u(x, y) = f(x)g(y) صورت متغیرهابه جداسازی روش ب΋ارگیری با (٨)
y۲u۲

x + x۲u۲
y = (xyu)۲ ب) ux + u = uy الف)

.u(x, ۰) = exp(۱/x) شرط با x۲uxy + ۹y۲u = ۰ د) uxuy = u۲ ج)

کنید: حل را زیر معادلات u(x, y) = f(x) + g(y) صورت متغیرهابه جداسازی روش ب΋ارگیری با (٩)
u(۰, y) = y۲ شرط با yux + xuy = ب)۰ y۲u۲

x + x۲u۲
y = الف)۱

کنید: حل را زیر معادلات v(x, y) = f(x) + g(y) سپس و v = lnu ب΋ارگیری با (١٠)
x۲u۲

x + y۲u۲
y = (xyu)۲ ب) x۲u۲

x + y۲u۲
y = u۲ الف)

است. u(x, y) = exp(x۲ + i
√
۳y۲/۲) ،u(x, ۰)− ex

۲ ͳکوش شرط تحت (ب) قسمت جواب دهید نشان ج)

Έی هر در و باشد بیضوی یا و سهموی هذلولوی، شده داده معادله آن در که کنید مشخص را ͳنواح (١١)
کنید. تبدیل متعارف فرم رابه آن ͳنواح آن از

x۲uxx − ۲xyuxy + y۲uyy = ex ج) uxx + y۲uyy = y ب) xuxx + uyy = x۲(الف)
uxx − yuxy + xux + yuy + u = ۰ و) uxx + uxy − xuyy = ۰ ه�) uxx + xyuyy = ۰ د)

کنید. تبدیل متعارف فرم به را آنها و یافته را زیر معادلات مشخصه ͳمنحن و معادله (١٢)
۲uxx − ۴uxy + ۲uyy + ۳u = ۰ ب) uxx + ۲uxy + ۳uyy + ۴ux + ۵uy + u = ex الف)

uxx + uyy + ۲ux + ۸uy + u = ۰ د) uxx + ۵uxy + ۴uyy + ۷uy = sinx ج)
uyy − ۹ux + ۷uy = cos y و) uxy + ۲uyy + ۹ux + uy = ۲ ه�)

آورید: بدست را زیر اولیه مقدار مسایل از Έهری جواب (١٣)
utt − c۲uxx = ۰ u(x, ۰) = ۰, ut(x, ۰) = ۱ الف)
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utt − c۲uxx = ۰ u(x, ۰) = sin(x), ut(x, ۰) = x۲ ب)
utt − c۲uxx = ۰ u(x, ۰) = ln(۱+ x۲), ut(x, ۰) = ۲ ج)

utt − c۲uxx = x u(x, ۰) = ۰, ut(x, ۰) = ۳ د)
utt − c۲uxx = sinx u(x, ۰) = cosx, ut(x, ۰) = ۱+ x ه�)
utt − c۲uxx = xet u(x, ۰) = sinx, ut(x, ۰) = ۰ و)

uxxt + ۲uxy − ۳uyy = ۰ u(x, ۰) = sinx, uy(x, ۰) = x ز)

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (١۴)

utt = ۴uxx, ۰ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = x۲, ut(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x < ۰,

u(۰, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (١۵)

utt = ۹uxx, ۰ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, ut(x, ۰) = x۳, ۰ ≤ x < ∞,

ux(۰, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (١۶)

utt = ۱۶uxx, ۰ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = sinx, ut(x, ۰) = x۲, ۰ ≤ x < ∞,

u(۰, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (١٧)

utt = c۲uxx, ۰ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x < ∞,

u(۰, t) = ۰, t ≥ ۰

است ͳنامتناه فنر جواب همانند u(x, t) جواب دهید نشان باشند. R روی g و f فرد توسی΄ بترتیب G و F اکر

٣



است. شده جایΎزین Gبا g و F با f آن در که

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (١٨)

utt = c۲uxx, ۰ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x < ∞,

ux(۰, t) = ۰, t ≥ ۰

ͳنامتناه فنر جواب همانند u(x, t) جواب دهید نشان باشند. R روی g و f زوج توسی΄ بترتیب G و F اکر
است. شده جایΎزین Gبا g و F با f آن در که است

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (١٩)

utt = c۲uxx, ۰ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x < ∞,

ux(۰, t) + hu(۰, t) = ۰, h = ثابت t ≥ ۰,

کنید. بیان را جواب سازگاری شرایط

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (٢٠)

utt = uxx, ۰ < x < ۲, t > ۰,

u(x, ۰) = sin
πx

۲
, ut(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۲,

u(۰, t) = ۰, u(۲, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (٢١)

utt = uxx, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x ≤ l,

ux(۰, t) = ۰, ux(l, t) = ۰, t ≥ ۰

۴



آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (٢٢)

utt = uxx, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x ≤ l,

u(۰, t) = p(t), u(l, t) = q(t), t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (٢٣)

utt = uxx, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x ≤ l,

ux(۰, t) = p(t), ux(l, t) = q(t), t ≥ ۰

کنید فرض و باشد موجود f ′(۰+) کنید فرض باشد. (۰, l) بازه�ی روی پیوسته مشتق دارای fکنید فرض (٢۴)
است. پیوسته مشتق دارای (−l, l) بازه�ی در f تاب΄ فرد تعمیم ،FO کنید ثابت .f(۰+) = f(۰) = ۰

دهید: نشان باشد، p تناوب دوره�ی با ͳتناوب f(x) کنید فرض (٢۵)∫ a+p

a

f(x)dx =

∫ b+p

b

f(x)dx,

متعامدند. بدو دو [−۱, ۱] بازه�ی در ۳x۲−۱
۲ و x ،۱ جمله�ایهای چند دهید نشان (٢۶)

هستند. ͳخط مستقل تواب΄ از متعامد مجموعه�ی هر دهید نشان (٢٧)

.f۱ = f۲ دهید نشان باشند، ی΋سان فوریه سری دارای و پیوسته −π ≤ x ≤ π در f۲ و f۱ کنید فرض (٢٨)

آورید: بدست را است شده تعریف زیر صورت به تناوب دوره Έی در که را f تاب΄ فوریه بسط (٢٩)(الف)

f(x) = ۴− x۲, −۲ ≤ x ≤ ۲,

آورید. رابدست
∞∑
n=۱

۱
n۲ و

∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

n۲ های سری مجموع (الف) از استفاده با ب)

۵



آورید: بدست را است شده تعریف زیر صورت به تناوب دوره Έی در که را f تاب΄ فوریه بسط (٣٠)(الف)

f(x) =

 x ۰ ≤ x ≤ π

۰ π ≤ x ≤ ۰.

آورید. رابدست
∞∑
n=۱

(−۱)n+۱

n۲ سری مجموع (الف) از استفاده با ب)

دارای f تاب΄ فوریه بسط ضرایب باشند، f تاب΄ نمودار تقارن مرکز (±π
۲ , ۰) و (۰, ۰) نقاط که ͳصورت در (٣١)

هستند؟ ͳخاصیت چه

بسط ضرایب اگر باشند. ۲p تناوب دوره با ͳوتناوب پیوسته (−p, p) بازه روی g و f تواب΄ کنید فرض (٣٢)
دهید: نشان باشند. αn, βn و an, bn بترتیب g و f فوریه

۱
p

∫ p

−p

f(x)g(x)dx =
۱
۲
α۰a۰ +

∞∑
n=۱

(αnan + βnbn)

بدست را f فوریه بسط .f(x+ p) = −f(x) ،x هر ازای به و ͳتناوب (−p, p) بازه در f تاب΄ کنید فرض (٣٣)
آورید.

.f(l + x) = f(l − x) که طوری به فردباشد ͳتابع f کنید فرض (٣۴)
است: زیر صورت به f فوریه بسط کنید ثابت ب) است. ۴l برابر تاب΄ ͳاصل تناوب دوره کنید ثابت الف)

f(x) =
∞∑
n=۱

bn sin
(۲n− ۱)πx

۲l
, bn =

۲
l

∫ l

۰
f(x) sin

(۲n− ۱)πx
۲l

dx, n ∈ N.

.f(l + x) = −f(l − x) که طوری به باشد زوج ͳتابع f کنید فرض (٣۵)
است: زیر صورت به f فوریه بسط کنید ثابت ب) است. ۴l برابر تاب΄ ͳاصل تناوب دوره کنید ثابت الف)

f(x) =

∞∑
n=۱

an cos
(۲n− ۱)πx

۲l
, an =

۲
l

∫ l

۰
f(x) cos

(۲n− ۱)πx
۲l

dx, n ∈ N.

فوریه سری ضرایب کند. صدق زیر شرایط در f تاب΄ و f(x) =
∞∑
n=۱

an cosnx+ bn sinnx کنید فرض (٣۶)

است؟ صورت چه به f
f(π/۲− x) = f(x) = f(−x) ب) f(x+ π) = f(x)( الف

f(π/۲+ x) = f(x) د) f(π − x) = −f(x) ج)

۶



آورید. بدست را است شده مشخص آنها تناوب دوره که را زیر تواب΄ فوریه سری (٣٧)

f(x) =

 ۲− x ۰ < x < ۴

x− ۶ ۴ < x < ۸
ب) f(x) =

 ۰ −۳ < x < ۰

sinπx/۳ ۰ < x < ۳
الف)

آورید. بدست را
∞∑
k=۱

۱
k۲ سری مقدار و (−π, π) بازه در را f(x) = x+ x۲ تاب΄ فوریه سری (٣٨)

آورید. بدست [−۲π, ۲π] و [−π, π] بازه�های در را f(x) = sin(x/۲) تاب΄ فوریه سری (٣٩)

آورید. بدست ۰ ≤ x ≤ π بازه در را f(x) = x(π − x) تاب΄ ͳکسینوس و ͳسینوس دامنه نیم بسط الف) (۴٠)
دهید: نشان الف) از استفاده با ب)

∞∑
n=۱

۱
n۴ =

π۴

۹۰
(iii

∞∑
n=۱

۱
n۶ =

π۶

۹۴۵
(ii

∞∑
n=۱

۱
n۲ =

π۲

۶
(i

∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

n۲ =
π۲

۱۲
(v

∞∑
n=۱

(−۱)n−۱

(۲n− ۱)۳
=

π۳

۳۲
(iv

آورید: بدست را زیر تواب΄ ͳکسینوس و ͳسینوس دامنه نیم بسط .a ∈ Z کنید (۴١)فرض
f(x) = sin(ax), ۰ ≤ x < π ب) f(x) = cos ax, ۰ < x < π(الف

کنید: ثابت را زیر روابط (ب) و (الف) از استفاده با ج)

cot aπ =
۱
aπ

− ۲a
π

∞∑
n=۱

۱
n۲ − a۲

=
۱
π

∞∑
n=−∞

۱
n+ a

,

csc aπ =
۱
aπ

− ۲a
π

∞∑
n=۱

(−۱)n

n۲ − a۲
=

۱
π

∞∑
n=−∞

(−۱)n

n+ a

این از گیری انتΎرال بار دو با و گیری مشتق بار دو با را bn .coshx =
∞∑
n=۱

bn sin
nπx

l
کنید فرض (۴٢)

آورید. بدست سری

آورید. بدست را f(x) = | sin(x)| تاب΄ فوریه سری الف) (۴٣)

آورید. بدست را
∞∑
n=۱

۱
(۱− ۴n۲)۲

عددی سری مقدار (الف) از استفاده با ب)

هستند. ثابت A و k ،h آن در که آورید بدست را زیر مساله جواب (۴۴)

utt = c۲uxx +A sinhx, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = ut(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ l,

٧



u(۰, t) = h, u(l, t) = k, t ≥ ۰

کنید: ثابت را زیر مرزی و اولیه شرط با مساله جواب ͳتای΋ی و وجود (۴۵)

ut = kuxx, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ۰ ≤ x ≤ l,

u(۰, t) = ux(l, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مساله (۴۶)جواب

ut = kuxx − hu, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ۰ ≤ x ≤ l,

u(−π, t) = u(π, t), t ≥ ۰,

ux(−π, t) = ux(π, t), t ≥ ۰,

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۴٧)

ut = kuxx + h(x, t), ۰ < x < l, t > ۰

u(x, ۰) = f(x), ۰ ≤ x ≤ l,

u(۰, t) = p(t), ux(l, t) = q(t), t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مساله (۴٨)جواب

ut = ۴uxx + xt, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = sinπx, ۰ ≤ x ≤ l,

u(۰, t) = t, u(۱, t) = t۲, t ≥ ۰,

آورید: بدست را زیر مساله (۴٩)جواب

ut = uxx + h, ۰ < x < ۱, t > ۰, ثابت h

u(x, ۰) = x, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t) = sin t, t ≥ ۰,

٨



u(۱, t) + ux(۱, t) = ۲, t ≥ ۰,

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵٠)

utt = c۲uxx + h(x, t), ۰ < x < l, t > ۰

u(x, ۰) = f(x), ۰ ≤ x ≤ l,

ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x ≤ l,

ux(۰, t) = p(t), ux(l, t) = q(t), t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵١)

ut = ۴uxx, ۰ < x < ۴, t > ۰,

u(x, ۰) = x, ۰ ≤ x ≤ ۴,

u(۰, t) = ۱۰, ux(۴, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵٢)

ut = uxx − u+ ۱, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t) = ۱, u(۱, t) + ux(۱, t) = ۲, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵٣)

ut = uxx − u, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = ۱+ ex, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t)− ux(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵۴)

ut = uxx + ۲ux, ۰ < x < L, t > ۰,

u(x, ۰) = ۲e−x, ۰ ≤ x ≤ L,

u(۰, t) = u(L, t) = ۰, t ≥ ۰

٩



آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵۵)

ut = uxx − x sin t, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t) = u(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

.u(x, t) = w(x, t) + ϕ(x) sin(t) که بیابید چنان را ϕ(x) تاب΄ :ͳراهنمای

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۵۶)

ut = uxx + e−۲t sin ۵x, ۰ < x < π, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ π,

u(۰, t) = ۱, u(π, t) = ۰, t ≥ ۰

با معادله در w(x, t) = − ۲
u

∂u
∂x تاب΄ دهید نشان کند صدق uxx = ut معادله در u(x, t) کنید فرض (۵٧)

کند. ͳم صدق wt + wwx = wxxͳجزی مشتقات

تغییر این کرد. حذف حرارت معادلات در را u(x, t) تاب΄ توان ͳم u(x, t) = eδtw(x, t) متغیر تغییر با (۵٨)
گیرید. کار به زیر معادلات حل برای را متغیر

( الف

ut = uxx − ۴u, ۰ < x < ۲, t > ۰,

u(x, ۰) = x, ۰ ≤ x ≤ ۲,

ux(۰, t) = ux(۲, t) = ۰, t ≥ ۰

ب)

ut = uxx − u− ex, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t) = ۱, ux(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

١٠



ج)

ut = uxx + u− ۱, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t) = ux(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

را زیر معادلات جواب متغیر تغییر این با است. موثر نیز موج معادله حل در قبل مساله متغیر (۵٩)تغییر
آورید: بدست

الف)

utt + ۲aut + a۲u = c۲uxx + u− ۱, −∞ < x < ∞, t > ۰,

u(x, ۰) = ex, , ut(x, ۰) = −۲aex, −∞ < x < ∞,

u(۰, t) = ux(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

ب)

utt + ۲aut = a۲uxx + u− ۱, ۰ < x <
π

۲
, t > ۰,

u(x, ۰) = ex sin ۲x, ۰ ≤ x ≤ π

۲
,

ut(x, ۰) = −۲aex, ۰ ≤ x ≤ π

۲
,

u(۰, t) = u(
π

۲
, t) = ۰, t ≥ ۰

جواب دهید نشان سپس ی΋تااست. وجود صورت زیردر مرزی و اولیه شرط با مساله جواب دهید نشان (۶٠)
است. آن ͳواقع جواب مساله فرمال

utt = c۲uxx, ۰ < x < π, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ut(x, ۰) = g(x), ۰ ≤ x ≤ π,

ux(۰, t) = ux(π, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۶١)

ut = uxx + ۱۲x۲, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = −x۴ + ۴, t ≥ ۰
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u(۰, t) = u(۱, t) = ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۶٢)

ut = uxx + x۲ cos t− ۲ sin t, ۰ < x < π, t > ۰,

u(x, ۰) = πx− x۲, ۰ ≤ x ≤ π,

u(۰, t) = ۰, u(π, t) = π۲ sin t, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۶٣)

ut = uxx, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t)− ux(۰, t) = u(۱, t) + ux(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۶۴)

utt = uxx, ۰ < x < l, t > ۰,

u(x, ۰) = ۰, , ۰ ≤ x ≤ l,

ut(x, ۰) = sin(۶x), ۰ ≤ x ≤ l,

u(۰, t) = u(l, t) = ۰, t ≥ ۰

آورید: بدست را زیر مرزی و اولیه مقدار با مساله جواب (۶۵)

ut = uxx, ۰ < x < ۱, t > ۰,

u(x, ۰) = f(x), ۰ ≤ x ≤ ۱,

u(۰, t)− ux(۰, t) = u(۱, t) + ux(۱, t) = ۰, t ≥ ۰

بΎیرید: نظر در زیرا لیوویل و استورم مساله (۶۶)

[p(x)y′]′ − q(x)y + λr(x)y = ۰, ۱ ≤ x ≤ ۱,

a۱y(۰) + a۲y
′(۰) = ۰,

b۱y(۱) + b۲y
′(۱) = ۰
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.q(x) > ۰ و p(x) > ۰ داریم ۰ ≤ x ≤ ۱ برای و هستند پیوسته ͳتوابع p, r, r آن در که
وابسته معادله جواب نیز (ϕ (مزدوج ϕ̄ کنید ثابت باشد λ ویژه مقدار به وابسته معادله یΈجواب ϕ اگر الف)

است. λ ویژه مقدار همان به
مختلط). ثابت عدد c) حقیق�ͳاند cϕ یا ϕ تواب΄ کنید ثابت ب)

بΎیرید: نظر در را زیر لیوویل و استورم مساله (۶٧)

y′′ + λy = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

y(۰) = hy(۱) + y′(۱) = ۰, ثابت h < −۱.

بیابید. را فوق مساله ویژه تواب΄ و ویژه الف)مقادیر
دهند. ͳم را متعامد مجموعه Έی تش΋یل مساله این ویژه تواب΄ که دهید نشان مستقیم طور ب)به

بنویسید. مساله این ویژه تواب΄ حسب بر را f(x) = ۱ تاب΄ ج)بسط

بΎیرید: نظر در را زیر لیوویل و استورم مساله (۶٨)

y′′ + y′ + λy = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

y(۰) + y′(۰) = ۰,

y(۱) + hy′(۱) = ۰, .

بیابید. را ویژه مقدار این نظیر ویژه تاب΄ است. ویژه مقدار Έی λ = ۱
۴ ،h از مقادیری چه ازای به

بیابید: را زیر منظم لیوویل و استورم مسایل ویژه وتواب΄ ویژه مقادیر (۶٩)
الف)

x۲y′′ + ۳xy′ + λy = ۰, ۱ ≤ x ≤ e

y(۱) = y(e) = ۰,

ب)

[(۲+ x)۲y′]′ + λy = ۰, −۱ ≤ x ≤ ۱

y(−۱) = y(۱) = ۰,
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ج)

(۱+ x)۲y′′ + ۲(۱+ x)y′ + ۳λy = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱

y(۰) = y(۱) = ۰,

بΎیرید: نظر در زیرا لیوویل و استورم مساله (٧٠)

[p(x)y′]′ − q(x)y + λr(x)y = ۰, ۰ ≤ x ≤ ۱,

a۱y(۰) + a۲y
′(۰) = ۰,

b۱y(۱) + b۲y
′(۱) = ۰

.r(x) > ۰ و p(x) > ۰ داریم ۰ ≤ x ≤ ۱ برای و هستند پیوسته ͳتوابع p, q, r آن در که
آنΎاه باشد آن نظیر ویژه تاب΄ ϕ و ویژه مقدار Έی λ اگر دهید نشان الف)

λ

∫ ۱

۰
rϕ۲dx =

∫ ۱

۰
(p(ϕ′۲ + qϕ۲)dx+

b۱
b۲
p(۱)ϕ۲(۱)− a۱

a۲
p(۰)ϕ۲(۰)

کرد. اصلاح b۲ = ۰ یا a۲ = ۰ برای توان ͳم چΎونه را نتیجه این .b۲ ̸= ۰ و a۲ ̸= ۰ آن΋ه شرط به
باشد. ͳنامنف λ ویژه مقدار باید آنΎاه باشند، ͳمنف نا −a۲

a۱
و b۱

b۲
اگر و q(x) ≥ ۰ اگر دهید ب)نشان

q(x) = ۰ ،[۰, ۱] بازه در x هر برای آن΋ه مΎر است مثبت λ ویژه مقدار دهید نشان (ب) قسمت شرایط ج)تحت
.a۱ = b۱ = ۰ همچنین و

بΎیرید: نظر در را شده داده مرزی شرایط تحت زیر لژاندر معادله (٧١)
[(۱− x۲)y′]′ + λy = ۰, y(۰) = ۰, x → ۱ هرگاه کراندار y و y′

صورت به لژاندر فرد ایهای جمله چند مساله این ویژه تواب΄
هستند. ϕn(x) = p۲n−۱(x) · · ·ϕ۲(x) = P۳(x) = (۵x۳ − ۳x/۲), ϕ۱(x) = p۱(x) = x,

متعامدند. آن ویژه تواب΄ دهید نشان الف)
بیابید: را زیر همΎن غیر معادله فرمال جواب ب)

[(۱− x۲)y′]′ + µy = f(x), y(۰) = ۰, x → ۱ هرگاه کراندار y و y′

نیست. نظیر همΎن مساله ویژه مقدار Έی µ و ۰ ≤ x < ۱ برای پیوسته تاب΄ Έی f آن در که

معادله (٧٢)
(۱− x۲)y′′ − xy′ + λy = ۰, −۱ < x < ۱

١۴



شود. ͳم نامیده چبیشف معادله
کرد: تبدیل زیر الحاق خود فرم به توان ͳم را فوق معادله دهید نشان الف)

[(۱− x۲)۱/۲y′]′ + λ(۱− x۲)۱/۲y = ۰, −۱ < x < ۱

است: خودالحاق مساله Έی زیر مرزی شرایط تحت (الف) قسمت معادله دهید ب)نشان
x → ±۱ هرگاه است کراندار y′ و y

آن نظیر ویژه تواب΄ و λn = ۴n۲, n = ۰, ۱, ۲, · · · صورت به فوق مساله ویژه مقادیر که داد نشان توان ͳم ج)
دهید نشان شوند. ͳم نامیده چبیشف های جمله�ای چند که هستند Tn(x) = cos(n cos−۱ x)∫ ۱

−۱

Tm(x)Tn(x)dx

(۱− x۲)۱/۲
= ۰, m ̸= n

آورید. بدست را زیر ولیوویل استورم مسایل ویژه تواب΄ و ویژه مقادیر (٧٣)
الف)

y′′ + λy = ۰, y(۱) = y(۰) + y′(۰) = ۰,

ب)
y′′ + λy = ۰, y(۰) = y(۲π), y′(۰) = y′(π),

ج)
y′′ − ۳y′ + ۳(۱+ λ)y = ۰, y′(۰) = y′(π) = ۰,

آورید. بدست را زیر منظم ولیوویل استورم مسایل ویژه تواب΄ و ویژه مقادیر (٧۴)
الف)

x۲y′′ + ۳xy′ + λy = ۰, ۱ < x < e,

y(۱) = y(e) = ۰

ب)

(۱+ x)۲y′′ + ۲(۱+ x)y′ + ۳λy = ۰, ۰ < x < ۱,

y(۰) = y(۱) = ۰

ج)

d

dx
[(۲+ x)۲y′ + λy = ۰, −۱ < x < ۱,
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y(−۱) = y(۱) = ۰

آورید. بدست را زیر نامنظم ولیوویل استورم مسایل ویژه تواب΄ و ویژه مقادیر (٧۵)
الف)

x۲y′′ + xy′ + λy = ۰,

x = ۰ در کراندار y′و y , y(۱) = ۰,

ب)

y′′ + λy = ۰,

∞ در کراندار y′ و y , y(۰) = ۰

بدست زیر لیوویل و استورم مساله ویژه تواب΄ حسب بر را f(x) = sinx, ۰ ≤ x ≤ π ویژه تاب΄ بسط (٧۶)
آورید:

y′′ + λy = ۰, y(۰) = y(π) + y′(π) = ۰,

کنید: تبدیل خودالحاق معادل فرم به را زیر معادلات از Έی هر (٧٧)
لΎوور معادله الف)

xy′′ + (۱− x)y′ + ny = ۰, n = ۰, ۱, ۲, · · ·

هرمیت معادله ب)
y′′ − ۲xy′ + ۲ny = ۰, n = ۰, ۱, ۲, · · ·

چبیشف معادله ج)
(۱− x۲)y′′ − xy′ + n۲y = ۰, n = ۰, ۱, ۲, · · ·

مساله ویژه تواب΄ اگر (٧٨)

۱
r

d

dr
(ry′) + λy = ۰, ۰ < r < a

c۱y(a) + c۲y
′(a) = ۰, lim

r→۰+
y(r) < ∞,

هستند. ͳحقیق ،ͳحقیق c۲ و c۱ ازای به ویژه مقادیر ͳتمام دهید نشان کنند، صدق limr→۰+ ry′(r) = ۰ رابطه در
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کنید: تعیین را زیر مسایل گرین تواب΄ (٧٩)
الف)

L(y) = y′′ = ۰, y(۰) = y′(۱) = ۰,

ب)
L(y) = (۱− x۲)y′′ − ۲xy′ = ۰, y(۰) = y′(۱) = ۰,

ج)
L(y) = y′′ + a۲y = ۰, y(۰) = y(۱) = ۰, ثابت a

کنید: تعیین را زیر مرزی شرط با مسایل جواب (٨٠)
الف)

y′′ = −f(x), y(۰) = y′(۱) = ۰,

ب)
y′′ = sin(x), y(۰) = y(۱) + ۲y′(۱) = ۰,

ج)
y′′ − y = −f(x), y(۰) = y(۱) = ۰,

کنید: تعیین را زیر مرزی شرط با مسایل گرین تواب΄ (٨١)
الف)

xy′′ + y′ − n۲

x
y = −f(x), y(۱) = ۰, lim

x→۰
|y(x)| < ∞,

ب)
[(۱− x۲)y′]′ − n۲

۱− x۲ y = −f(x), lim
x→±۱

|y(x)| < ∞,

ج)
y′′ = −f(x), y(−۱) = y(۱), y′(−۱) = y′(۱)

آورید: بدست را شده داده ͳنواح در و زیر مرزی شرایط تحت لاپلاس معادلات جواب (٨٢)
الف)

urr +
۱
r
ur +

۱
r۲
uθθ = ۰, r > a, ۰ < θ < π,

u(r, ۰) = u(r, π) = ۰, r ≥ a,

u(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π.
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ب)

urr +
۱
r
ur +

۱
r۲
uθθ = ۰, r < a, ۰ < θ < π,

u(r, ۰) = u(r, π) = ۰, r ≤ a,

u(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π.

ج)

urr +
۱
r
ur +

۱
r۲
uθθ = ۰, r < a,

u(a, θ) = f(θ), −π ≤ θ < π.

د)

urr +
۱
r
ur +

۱
r۲
uθθ = ۰, a < r < b, −π ≤ θ < π

u(a, θ) = f(θ), u(b, θ) = g(θ), −π ≤ θ < π.

ه�)

∇۲u = ۰, ۱ < r < b, ۰ < θ < π,

u(r, ۰) = u(r, π) = ۰, ۱ ≤ r ≤ b,

u(۱, θ) = u(b, θ) = ۰, ۰ ≤ θ ≤ π.

و)

∇۲u = urr +
۱
r
ur +

۱
r۲
uθθ = ۰, ۱ < r < ۳, ۰ < θ <

π

۲
,

u(r, ۰) = (r − ۱)(r − ۳), u(r,
π

۲
) = ۰, ۱ ≤ r ≤ ۳,

u(۱, θ) = u(۳, θ) = ۰, ۰ ≤ θ ≤ π

۲
.

ز)

∇۲u = urr +
۱
r
ur +

۱
r۲
uθθ = ۰, ۱ < r < ۳, ۰ < θ <

π

۲
,
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u(r, ۰) = ۰, u(r,
π

۲
) = f(r), ۱ ≤ r ≤ ۳,

u(۱, θ) = u(۳, θ) = ۰, ۰ ≤ θ ≤ π

۲
.

ح)

∇۲u = ۰, r < a, ۰ < θ <
π

۳
,

u(r, ۰) = u(r,
π

۳
) = ۰, r ≤ a,

u(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π

۳
.

ط�)

∇۲u = ۰, ۰ < r < ۱, ۰ < θ <
π

۲
,

u(r, ۰) = u(r,
π

۲
) = ۰, r ≤ ۱,

ur(۱, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π

۲
.

ی)

∇۲u = ۰, r > a, ۰ < θ < π,

u(r, ۰) = u(r, π) = ۰, r > a,

u(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ π.

ک)

∇۲u = uxx + uyy = ۰, ۰ < x < a, ۰ < y < b,

ux(۰, y) = ux(a, y) = ۰, ۰ ≤ y ≤ b,

u(x, ۰) = ۰, ux(x, b) = ۱, ۰ ≤ x ≤ a.

ل)

∇۲u = uxx + uyy = ۰, ۰ < y < π, ۰ < x < ∞,

uy(x, ۰) = uy(x, π) = ۰, ۰ ≤ x < ∞,

u(۰, y) = ۰, ۰ ≤ y ≤ π, کراندار u(x, y).
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م)

∇۲u = uxx + uyy = ۰, ۰ < x < π, ۰ < y < ∞,

u(۰, y) = u(π, y) = ۰, ۰ ≤ y < ∞,

u(x, ۰) = ۰, ۰ ≤ x ≤ π کراندار u(x, y).

زیر نویمن مساله در جواب سازگاری شرط دهید نشان (٨٣)

∇۲u = f, D ,در
∂u

∂n
= g, B ,بر

است.
∫
D

fdS =

∫
B

gds

کنید: حل را زیر مساله (٨۴)

∇۲u = ۰, a < r < b, ۰ < θ < ۲π,

ur(b, θ) = g(θ), ۰ ≤ θ ≤ ۲π,

ur(a, θ) = f(θ), ۰ ≤ θ ≤ ۲π.

.∫
r=a

fds−
∫
r=b

gds = ۰ آن در که

کنید: حل را زیر دایره نیم داخل در رابین مساله (٨۵)

∇۲u = ۰, r < b, ۰ < θ < π,

ur(b, θ) = sin(θ), ۰ ≤ θ ≤ π,

u(r, ۰) = u(r, π) = ۰, r ≤ b.

نویمن مساله جواب Έی دهید نشان (٨۶)

∇۲u = f, D ,در
∂u

∂n
= g, B ,بر

٢٠



دارند. تفاوت هم با ثابت Έی اندازه به حداکثر مساله این دیΎر جواب با
آورید: بدست را زیر مساله جواب (٨٧)

∇۲u+ u = ۰, ۰ < r < b, ۰ < θ < α

u(r, ۰) = u(r, α) = ۰, ۰ ≤ r ≤ b,

u(a, θ) = f(θ), کراندار u(۰, θ), θ ≤ α

آورید: بدست را زیر دیری΋له مساله جواب (٨٨)

∇۲u = −۲, r < b, ۰ < θ < ۲π,

u(b, θ) = ۰, θ ≤ ۲π

آورید: بدست زیر نویمن مساله برای ͳجواب (٨٩)

∇۲u = −r۲ sin(θ), a < r < b, ۰ < θ < ۲π,

ur(a, θ) = ur(b, θ) = ۰, θ ≤ ۲π

آورید: بدست زیرا نویمن مساله ͳرالΎانت (٩٠)نمایش

∇۲u = f, D در
∂u

∂n
= g, B بر
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